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n1 ×n2 
t = 0, 1, . . . , T − 1� �� ���� ���� ��� �� ������ ���� ��� ������ ��� ����� 
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�� 
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�� �����
���� n = n1n
������ 
2� ������ 
���� ����������� ���� t ∈ [0
�� 
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∈ Rn−nt � 
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������� ���� ������ �� ���� �� ������ ���� ��� ����������� �� ���������
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Yt|Xt,Σǫt ∈ N(AtXt,Σǫt ), 
����� Xt �� �� ���������� ���� ���� ����� ������������ π(Xt)� Σǫt �� � �������� 
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At� (n − nt)× n� 
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��� ��� 
A1,i1 = . . . = An−nt,in−nt = 1. 
�������� ���� Xt1 ��� Xt2 ��� ����� ������ ��� t1 �= t2� ��� ����������� ������� 
��� X⊤ = (X⊤ T−1)
⊤ 
����� �� 0 , . . . , X
⊤ 
T−1 
π(X) = π(Xt). ��� 
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��� �� ��� ������ xi� 
xi ⊥ xj |x−{i,j} ⇐⇒ Qi,j = 0 ⇐⇒ j /∈ Ni. ��� 
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Denition 1 Let x = (x1, . . . , xn)
⊤ 
, and let Q be an symmetri positive n×n 
semi-denite matrix with rank suh thatn − k 
Qi,j � 0 ⇐⇒ j ∈ Ni.= 
Then x is an Intrinsi GMRF, with parameters µ and Q if its density is 
1
2
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1 
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|Q|
∗ 
µ)⊤π(x) =
 − (x − Q(x − µ)
exp
 . ���
n−k 2
(2π)
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����� �������p(i, j) a + bi+ cj� 
κQ κ��� � ���� ������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����� ��������� ���� ������� ��� 
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���� �� � ��� �� ��������� �� 
(Δ2 (0,1))xi,j ,(1,0) +Δ
2 
��� 
����� ��� ��� ����������������� �� ��� ��������� ���
Δ(1,0) Δ(0,1) (1, 0) 
(0, 1) Δ2 +Δ2 ���� �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���� ������������� �� ��� ������(1,0) (0,1) 
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2.2 Regression Model 
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��� ����� ������ �������� ������ � ������������ ��� ��� Xt �� 
κ� X|κ ∈ N(0, (κQ)−1)����� ���� 
Q = 
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I
������� 
⊗QX ���
�������� ���������
�������� ������
�� ���
���
����
����� ����� ����������� QX �� ��� � 
����� ��� ���������� �� ���� �� �� ��� ������ ��� ������������ �� ��� ������

���� ����� K� 
Prop osition 2 K|κ is an
, 
IGMRF of rank m(n − 
. 
3) with zero mean and 
ovariane matrix (κQ)−1 where Q = (F⊤F)⊗QX
��� ����� ��� ��� ����� �� 
���� ���� ��� �������� �������� �� �� ��������� ���������� �� ��� ��������
Q 
������ �� ��� ���������� ������ ��� ������ ��F� 
K|κ 
������������� 
����� ��� ������������ 
Y� �� Y|K
��� 
,Σǫ ∈ N(
���� 
AK,Σ
���� ������� 
ǫ)� ����� Σǫ 
��
�� � ���� �������� 
�� �� ��� �����
������
��� 
��� ����  
Σǫ = 
 
Σǫ0 0 
�

�

�

0 ΣǫT −1 
 ,

��� A = diag(A1, . . . , AT−1)(F⊗ I)� ����� I �� �� n×n �������� ������� ��� 
K Σǫ� κ��������� ������������ ��� ����� ����� ��� ������ 
π(K|Y,Σǫ, κ) ∝ π(Y|K,Σǫ)π(K|κ)π(κ)π(Σǫ) 
∝ π(Y|K,Σǫ)π(K|κ). 
�
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nz = 14412 nz = 43236 
���� �� ��� ����� ������ ��� �������� �������� �� ���� ������� �� ��� � ���� ����
Q� 
��� ����� ��� ����� ���������� ����� ������ ��� ���������� ���������� ����� ������

��� �������������� ���������� ����� ������� ���� �������� ��� ������ �� ��������

�������� �� ��� �� ��� ������� �� ������� nz� 
���� ������� ���� �� ����� �� ��� ��� ������ ��� ��� ���� ���
κ Σǫ� π(κ) ∝ 1 
π(Σǫ) ∝ 1� �� �� �� ����� ���� ��� ����� ����� �� ��� ���� ��� ��������� 
������������ �� �� � ����K K|Y,Σǫ, κ ∈ N(µK|Y ,Q
−1 )K|Y 
A⊤ Σ−1 µK|Y = Q
−1 Σǫ 
−1Y QK|Y = κQ + A
⊤
ǫ A. ������
K|Y 
2.3 Noise Model 
�� ������� ��� ����� �� ���� � ����� ������ ���� �� ���� �� ��������� ���

�������� �� ���� �� ��� ������ ���� ��� ����������� ����� ������ �����
Σǫ� 
��� ���� ���������� ��� �� ������� ��� ���� ����� ���� �� ����� ������

������� ���� ��� ���� �� ����� ����������� ����� �� ��� ���� ���� ��� �������

������ ������� �� ������ � ����� ����� ���� � �������� ����� ������� �� ���

������ �������� ��� ���������� �� ���� ��� ����� �� �� ��������� ������������

���� Σǫ �� � (nT − 
∑ 
t nt) × (nT − 
∑ 
t nt) �������� ������ ���� n ������ 
�������� ��������� � ���� ��������� ��� ����� �������� �� ���
σ1
2 , . . . , σn
2 n 
�������� ������� ���� ���� Σǫ �� �� ��������� �� �������� ���� ��� ������ 
I 
��� 
⊗
���� 
diag(
��� 
σ1
2 . . . 
������ 
σ2 )� �����
���� ������ ��� 
I �� � T × 
�� 
T 
�������
���������������� 
������������� 
��� ���� �������� n
3 EM Parameter Estimation 
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( ) 
��� ��������� ����� ���� ���������� �� �������� ���� ����� ���� �����

�������� ����� ��� ����� ������ �� ������� ���������� �� ���������� ����
Σǫ� 
��� ������ �� �� ���������� �� ��� �� ���� ���������� �� ������� �� ������

���� ���� ������������ ���� ������� ���� ������ �� ��� ������ ����� ��������

���� �� ���� ����� �� ������� �� �������� � ������� ����������� ����� �����

���� ��� ����� ������� ��������� ��� ��� ��� ������ �� ��� ����� ��� �����

�������� ����� �� ���� ����� ���������� ������� �������������� ������

����� ���� ������ ����� ��� ��������� 
� ������ ����������� �� �� ���������� ��� ������� �� � ������� ���� ��������

���� �������������� ���������� ��� �� ��� �� ���������� �������� ��� ���

������ ����������� �� ������� ���������� ��������� ��������� �� ��������

���� �� ������������ ����� ��� ��������� ���� �� ����� �� ��� ���� ���������

�� ������ ����� 
���������� ��� �������� ����� ���� ��� ������� ���������� ���������
Y� 
K� (Y,K)��� ������ ��� ������� ����� ��� ��� ��������� ���������� ��� 
���� 
L(κ,Σǫ|Y,K) = π(Y,K|κ,Σǫ) = π(Y|K,Σǫ)π(K|κ). 
������ ��� ���������� ��� θ = (κ,Σǫ)� ��� ������������ �� 
Q(θ, θ(i)) = E(log(L(θ|K,Y))|Y, θ(i)), ��� 
����� �� �� �������� �� �� ��������� ��� ��� ��� ������� �� ����� ����
θ(i) θ i� 
K� 
��� ���������� ������� �� ��� ������ ��� ��� ��� ����
π(Y|K,Σǫ) π(K|κ)� 
(Y|K,Σǫ) ∈ N(AK,Σǫ)����� �� ���� ���� ���� 
1 1 
(Y −AK)⊤Σ−ǫ 
1log(π(Y|K,Σǫ)) = log
 −
 (Y −AK)
1
2 
n 2
(2π)
 |Σǫ|2
n 
( nj ) 
= − 
1 ∑ 
nj log(σj
2) + 
1 ∑
(Y −AK)j
2 
k 
+ ����� 
2 j=1 σj 
2 
k=1 
����� �� ��� ������ �� ������������ �� ����� ���� �� �� ������� ����
nj j nt� 
��� ������ �� ������� ������������ �� ���� t�� ��� ��� ���� ��� ���� ���� ����� 
������������� ���� ��������� �� ��� ��������� �� ��� �����������
(Y−AK)jk k
th 
�� ����� ���� ��� ���������� ����� ���������� ���� ��
j� K|κ ∈ N(0, (κQ)−1)� 
��� 
log(π(K|κ)) =
1
log(|κQ|∗)− 
κ 
K⊤QK+ �������� 
2 2 
�� ���� ������� �� ��� ���� �� Q �� m(n − 3)� ����� n �� ��� ������ �� ������ 
�� ��� ������ ������ 
log(π(K|κ)) = 
m(n − 3) 
log(κ)− 
κ 
K⊤QK+ �������� 
2 2 
�

����� ��� ������������ ������

Q(θ, θ(i)) = 
m(n − 3) 
log(κ)− 
κ 
E(K⊤QK|∗)
2 2 
n 
( nj ) ���� 
− 
1 ∑ 
nj log(σj
2) + 
1 ∑ 
E((Y −AK)j
2 
k 
|∗) + �����,
2 j=1 σj 
2 
k=1 
����� ��� �������� �����E(. . . |∗) E(. . . |Y, κ(i),Σ(ǫ
i))� 
�� ������� �� ������������ ���� ���� ���� �� �� ��� ���
argmaxθ Q(θ, θ
(i))� 
�������� ��� ��� ��� ����� ����������� ����� �� ����� ��������
κ σ1
2 , . . . , σn 
2 
nj 
σj 
2(i+1) 
=
1 ∑ 
E((Y −AK)2 jk |∗), ��� 1 ≤ j ≤ n� ��� nj k=1 
����

κ(i+1) 
m(n − 3) 
= . 
E(K⊤QK|∗) 
����� ���� ����� �������� ��������� ��� ������� ����� ��� ���������� �� ���

������ ��� κ ��� σ1
2 , · · · , σ2 � ������� �� �� ������ �� ����� ���� ����� ���n
����� ������ ������������� ������ ��� κ ��� σ1
2 , · · · , σ2 ���� ������� ���� �����n 
�������� �������� ����������� �� ����� 
�� ������� ��� ��� �������� �� ���� �� ��� �� ����� �� ���������� ���� ���

��������� 
��� ��� ������������ 
�������� π(K|
����� 
Y, θ(i)
��� 
)� ����� 
����������
� ����� 
�����
�������������� �������� 
��� ��������
�� ���� 
π(Y|K,Σ(ǫ
i))� 
���� �� ���� ������� ���� ��� ��������� �������� �� �������� ���
π(K|Y, θ(i))� 
�� �� ������� ��� �������� ����� �� ���� ������������ ��� ���� ��� �������

�� ���� ������ 
E((Y −AK)2 jk |∗) = Yj
2 
k 
− 2Yjk A(jk,•)E(K|∗) + E((A(jk,•)K)
2|∗) 
= (Yjk −A(jk,•)E(K|∗))
2 + A(jk,•)VK|∗A
⊤ 
(jk,•)
. ���� 
����� ������� ��� ��� �� ������ ������ �� ��� ����������� ��
A(jk,•) A k
th 
µK|Y VK|∗ K|Y����� j� ��� E(K|∗) = ��� = Q
−1 
��� ����� �� ���� 
����� ���� ���� ��� ��� ���� ����� ��� ��� ���� �� � ������ ��� ������ ���

�������� ��� ��� ��� ���� ���� �� ��� ����� = �� ��tr(ABC) tr(CAB)� 
������� ��E(K⊤QK|∗)
E(K⊤QK|∗) = tr(E(K⊤QK|∗)) = tr(QE(KK⊤|∗)) 
= tr(Q(Q−1 + E(K|∗)E(K|∗)⊤)) K|Y 
= tr(QQ−1 ) + E(K|∗)⊤QE(K|∗). ����K|Y 
���������� ��� �� ���� ��� ���� ����� ���
tr(QQ−1 ) A(jk,•)Q
−1 A⊤ (jk,•)K|Y K|Y 
���� �������� ��� ����� ������ �������� ����� ������ ������ �� ������ �������

�

( ) 
∣∣∣∣∣ 
∣∣∣∣∣ 
A(jk,•)QK
−1 
|Y A(
⊤ 
jk,•) 
= (jk,•)A(jk ,•)Q
−1 )� ������� ��� �� ��� ���� ������ tr(A⊤ K|Y 
��� ���� ��� �������� �������� �� ��� ��� ���� ���� �� �� ���������
(•Q−1 )K|Y 
������� ��� ��� �� ����� �� ������ �� � ���� �� �������
Q A⊤ (jk,•)A(jk,•) QK|Y 
Q−1 ��� ����� �� ���� at most ���� ��� �������� �� K|Y ���� ������ ��� �� ������ 
������� ������ �� ��� ����� ����� ��� �������� ����� ����� �������� ��

�� �������� without alulating the entire inverse ���� ��� �������� ������

������ ���� ��� ���� �������������� ��������� 
4 Testing for Signiant Trends 
� �������� �������� �� ��� �� ����� ������ �� ��� ���������� ���� ������

���� ��� ����� �� ��� ������� ���� ������� � ������ ���� ��� ���� ���� ��

������ ���� �������� ��� ��� ����� ���� ��� �� �� ��� ��� ��������� ������ ��

��� ���� �������� ��� ������� ������ ��� �� ��� ���������� ���� �� ����������

���������������� �������� ��� ��� �� ���� �� ���� ���� ��� �������� ���������

������ ������� ������� ������ �� ��� ����� ��� ������������ ���������� ���

��� �� ��� ������ ��� ��� ������ �� �� ������ ������ ��� ���������� �� ������ ���

������ ��� ��� �� ������� ��������� ��� �������� ���������� �������� ��� ������

����� �� �� �� ���������� ������� �� ��� ������ ����� �� ��� Ki ���������� 
��� �� �� ��� ����� ��� �������� ��� ���� �������� ��� ���� ��� �� ������������

����� 
����� ��� ���� ����� ��� ��������� ���������� ��������� �������� ������

������������������ 
��� ���������� ��������� 
���������
��� ���
�� 
K
κ 
�����
��� σ
�� 
1
2 , · · · , σ2 ��� ��������� ����� �����n 
K|Y, κ, σ1
2 , · · · , σ2 ∈ N µK|Y ,Q
−1 ,n K|Y 
���� ��� ������ �� ����µK|Y QK|Y 
��� ���������� �������� �� ��� K���������� ��� ����� �� ��� �������� ���� 
Q−1 kj ����� �� � ��� i �� ��� ������� ������ ������ �� ��� ����� �� �����K|Y f j 
xi� ��� ��� σˆi
j 
������ ��� ������ ������ �������� ��������� ����� �� ��� ������ 
Q−1 ���� �� ��� �������� �������� ������� �� � � ������ ���������� ���� �����
K|Y 
��� �� �� ����� ��� ���� ���������� H0 : ki
j = 0 ������� H1 : ki
j �= 0� �� � 95% 
������� ����� �� 
kj i 
σˆi
j > λ0.025, 
����� λ0.025 �� ��� 2.5%��������� �� ��� N(0, 1)�������������� 
���������� ������� ���� ����� �� ������� ���� ���� ���� ������ ��� ���� �������

kj ���� ��� ������ ���� ��� ������ ������ ������� �������� ��� i �� ��� ������ ��� 
�

∣∣∣∣∣ 
∣∣∣∣∣ 
∑ 
������� �� ���� ��� ���������� �� ��� ��������� ���������� ���κ σ1
2 , · · · , σn 
2 
��� �������� � �������� �� ���� ������� �� �� �������� �� �� ��� �����������

����� ��� ���� ���������� �� 
kj i 
σˆi
j > t0.025(f), 
����� t0.025(f) �� ��� 2.5%��������� �� ��� ��������� �������������� ���� f ��� 
����� �� �������� �� ������� ���� ����� �� ���� �� ��������� � ���� �� ���
f
������� �� ��� ������ �� ���� ������ ���� �� �������� ki
j 
� ��� ���� σˆi
j 
� ���� κ 
���������� ��� ��� ������� �� ��� ��������� ����� � ����� κ������ ����� ����� 
���� ��� ���������� ���������� ��� ������ ���������� �� ���� ���� ��� ��������

�� � ��������� �� � ����� ����� �� ��������� ��� ���� �� ��� ������������

�� ���� ������ ��� ���� �� ����������� �� ����������� ������� �� ��� �����

����� �� κ = 0� ��� ����� ������ ���� �� n ����� ������ ��� ������������ ��� 
��� ��������� �� ��������� ����� ���� ��� ������������ �� ��� ������ ������

������ ����� �� �� ���������� �� ������ ���� ���� �� ��� ������ �� �� ���
f κ� 
�������� ��� ���� �� ��������� �� ������� ���������� ��� � ��� �� ���������
f
��� � ���������� ����� ��������� ��� ���������� ��� ������� �� �������� �����

��������� ������ �� κ ��� Σǫ� �� �������� ��� K������ ��� ������ ������ 
���� ����� ���� ����� ����� �� ��� ��� �� ��������� �� ������� ��� ���

���������� κ∗ ,Σ∗ ǫ � ��� ��� ��������� ����� K 
∗ = E(K|Y, κ∗ ,Σ ∗ )� ��� �������ǫ
f 
∑ ∑ ∗ 1/2( f ( )K (i))V tjj�� �������� ���� ��� ������������ �������� ��������� � ��j
�������� ��� ����������� ��� ��������� ����� ��� ������ � ����������� �������
������ ������� �������� �� �� ���� ������� �� ���� �������� ���������� 
j f
⊤ 
j ⊗(Kj−K 
∗ 
j )� εi,t���� �������� ��� ��� ������������� ε =
 �� ����������

��� ��������������� �� ��� �������������� ���� ������ ��
j,t log tf (εj,t)� f
 � �����

� ������� ����� ������ ��������� �� ���� ������ ���������� �������� ����� ��

������� ���� ��� ���� ��������� �� �������� ����� ����� ����� ���������
f 
������� 
5 Data 
���� ����� ����������� ������� ��� ���������� �������� ���������� �����

������ ���� ������ �� ���� ����� �� � �������� ������ ������� �� ������

����������� ��� �������� ������ ��� ���� �� ���� ���� ���������� �������

��� ������ ������� ��� ��� �������� �� ������ ������ ����� �� ��� �������������

������� ���� ����� ���� ������ �� ����� ���� �� 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PROOF. ���� ������� ���� � ����� �� ��������� �� ��� ������������ π(X|κ)�
π(X|κ) ∝ exp(−
1
2
X⊤κQX) = exp

−κ
2
K⊤ (F⊗ I)⊤(I⊗QX)(F⊗ I)︸ ︷︷ ︸
Q
K

 .
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